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Andringer fra 9. til 10. udgave
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Slafejl rettet i formel (28) (f(x) — f(X)) (Tak til Ole).

AEndringer fra 8. til 9. udgave
Fortegnsfejl rettet i formel (19) (Tak til Bent).

Andringer fra 7. til 8. udgave

Tilfgjet mindre uddybning om komplekse fourierkoefficienter for negative vaer-
dier af k (formel (22)) (Tak til Jan).

Fortegnsfejl rettet i formel (33) (Tak til Daniel).

Andringer fra 6. til 7. udgave

Fejl rettet i formel (17).

Andringer fra 5. til 6. udgave

Stavefejl rettet i afsnittet om Plancherels saetning. Notationen i afsnittet om
Egenskaber ved Fouriertransformationen er blevet omskrevet.

Andringer fra 4. til 5. udgave

Kosmetiske tilrettelser. Tilfgjet afsnit om Fouriertransformationen af lige og
ulige funktioner. Fejl rettet i ligning 13.



Det indre produkt i L?

Definition 0.5 om det indre produkt i rummet L?. P4 intervallet L?([a,b]) er det
indre produkt af to funktioner, f(x) og g(x) defineret som:

b
(f.g)2 = / f(2)9(@) de (1)

Generelt om Fourierraekker

Seetning 1.2 om Fourierrekker. For en given funktion f(x), der er 27 periodisk,
vil Fourierraekken veere givet ved:

J(2) = ao + i(ak cos (kz) + by sin (kz)) 2)
ay = % 7; @) da 3)
ax = % _: (@) cos (kz) dz (@)
b = % _: (@) sin (kz) dz (5)

Fourierrazkker pa generelle intervaller

Seetning 1.4 om Fourierrekker pd generelle intervaller. For en given funktion
f(z), der er 2a periodisk pa intervallet —a < x < a vil Fourierraekken veere givet

ved:
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ax = i/ F(x) cos <kzx) do (8)
by = i/ () sin (T) do )

Fourierrakker for lige og ulige funktioner

Seetning 1.8 om Fourierrekker for lige og ulige funktioner. For en given lige
funktion f(z) vil Fourierraekken pa intervallet [—a, a] veere givet ved:

fl@)=ao+ i_o: aj Cos (T) (10)

k=1
ap = th/oa f(z) dzx (11)
ay = z/oa f(x) cos (T) dx (12)



Hvis f(z) er en ulige funktion pa fernzevnte interval er Fourierraekken givet ved:

1= i (1) -

e [ o (M29) "

Er funktionen f(x) kun defineret pa et halvinterval giver dette ikke noget pro-
blem. Fourierrsekken pa det halve interval kan udtrykkes som enten en cosinus-
eller en sinusrackke. For at udtrykke f(x) som en cosinusraeekke udvides f(x)
blot som en lige funktion og derefter findes Fourierraskken som vist ovenfor for
lige funktioner. Tilsvarende for en udvidelse som ulige funktion.

Fourierrazkker pa kompleks form
For ethvert reelt tal, ¢, er den komplekse eksponentialfunktion givet som:

et = cost +isint (15)
Seetning 1.18 om Fourierrekker pda kompleks form. Fourierrackken for en given
funktion f(z) pa intervallet [—m, 7] er pa kompleks form givet ved:

fl@)= > ape™ (16)

k=—oc0
ap = L f(x)e~ ™ dx (17)

2 J_,

(Onskes en omregning fra kompleks til reel Fourierraekke benyttes folgende sam-
menhaeng:

apg = Qo (18)
ap = Q + a_g (19)
b, = i(on — a—) (20)

Hvor ay, by og aj er givet som vist tidligere.
(@nskes en omregning fra reel til kompleks Fourierrackke benyttes fglgende
sammenhaeng:

Qg = Qo (21)
o = %(ak — Zbk) (22)

Hvis f(x) tager reelle veerdier, vil de kompleksekoefficienter for negative vaerdier
af k veere givet ved

*
A = Qf

hvor stjernen angiver komplekskonjungering.



Konvergens for Fourierraekker
Punktvis konvergens

Seetning 1.28 om punktvis konvergens. Hvis funktionen f(x) er periodisk og styk-
kevis kontinuert og punktet x er et punkt, hvor f er bade venstre- og hgjrediffe-
rentiabel, men ikke ngdvendigvis kontinuert, siges Fourierrackken at konvergerer

imod:
fl@+0)+ f(z—-0)
2
Dermed sagt, at ved et diskontinuert punkt konvergerer Fourierrsekken imod
middelveerdien af greenserne fra hgjre og venstre. Er f kontinuert er middelvaer-
dien det samme som funktionsveerdien i punktet x.

(23)

Uniform konvergens

Seetning 1.30 om uniform konvergens. Hvis f(x) er en stykkevis glat og 27
periodisk funktion vil Fourierraekken konvergerer uniformt mod f(zx).

Givet en funktion g(z), der opfylder ovenstaende krav er den dermed ogsa
kontinuert. Som folge af ssetning 1.28 vil en uniform konvergent Fourierraekke
dermed ogsa veere punktvis konvergent. Veer opmeerksom pé, at det modsatte
ikke gaelder.

For en uniform konvergent Fourierrsekke er det tilladt at seette ligheds-
tegn mellem Fourierrsekken og funktionen selv. Givet f(z) er en funktion med
Fourierraekken f(x) = ag + Y. po, (ax, cos (522)) er det dermed tilladt at skrive

f(@) = fz) '

L? konvergens

Seetning 1.35 om L? konvergens. Givet f(x) er en funktion i L?([—m,n]) vil
funktionens Fourierraekke konvergere mod f(z) i L? forstand.

Seetning 1.36 om kompleks L? konvergens. Givet f(z) er en funktioni L?([—, 7])
med komplekse Fourierkoefficienter, ay, vil partialsummen

N .
fn(z) = Z et (24)
k=—o00

konvergere mod f(x) i L? forstand, nar N — oo.

Parsevals ligninger

Seetning 1.39 om Parsevals ligning pd reel form. Antaget f(z) har Fourierrackken
f(z) =ao+> pey(ar coskx+bysinkz) € L?|—m, 7] vil folgende identitet geelde:

L[ 1@ o= 2laof? + Y (Jael + o) (25)

s
- k=1

Dette udtryk bruges som oftest til at finde en veerdi for summen af uendelige
raekker.



Seetning 1.40 om Parsevals ligning pdé kompleks form. Antaget f(z) har
Fourierrsekken f(z) = Y_po _ apet*® € L2[—m, 7] vil folgende identitet geel-

de:
L |\f||2:i /7r z)Pdx = E |ag|? (26)
2 2m ) _

k=—o0
Yderligere vil der for to funktioner f og g € L?[—, 7] geelde:

oo

plh) =5 [ 1@ = Y wf (27)

k=—o0

Hvor ay, er de komplekse Fourierkoefficienter, der hgrer til funktionen f(z) og
B er de komplekse Fourierkoefficienter, der hgrer til g(x).

Fouriertransformation

Seetning 2.1 om Fouriertransformation og den inverse Fouriertmnsformation
For en kontinuert og differentiabel funktion f(z) med f z)| de < oo vil
fglgende geelde:

fa) == T Fne da (28)
== [ e ds (29)

I ovenstaende udtryk bensevnes f(a:) som f’s Fouriertransformerede. I det fgl-
gende vil en Fouriertransformation blive benaevnt F[f] = f.

Egenskaber ved Fouriertransformation

Fra seetning 2.1 fas fglgende identitet.
FHFIN@) = F 7 fl(@) = f(2) (30

)
Seetning 2.6 om egenskaber ved Fouriertransformationen. Hvis f(zx) og g(x)
er differentiable funktioner der er defineret pa den reelle akse med f(z) =0
store |z| vil fglgende egenskaber for Fouriertransformationen geelde.

e Fouriertransformen og den inverse Fouriertransform er linsere operatorer.
Det betyder, at for enhver konstant ¢ geelder:

Flf + 9] = Flf1 + Flg] (31)
Flefl = cF(f] (32)
F- 1[f+g]=f [f1+F[g] (33)
“Hefl = eF S (34)
e Fouriertransformationen af et produkt af f(x) med z™ er givet ved:
Flt @) = -5 FIf) (35)
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Den inverse Fouriertransformation af et produkt af f(\) med A" er givet

ved:
n d" —1

dzn

FAF V(@) = (—i) [fl() (36)

Fouriertransformationen af n gange differentieret funktion, f(z) er givet
ved:

FIFWIN) = ()" FIN) (37)

Den inverse Fouriertransformation af en n gange differentieret funktion,
f(A) er givet ved:

FU (@) = (—iz)"F [ f](z) (38)

Fouriertransformationen for en vilkarlig transformation langs x-aksen er
givet ved:

Flf(@ = a)l(\) = e FIf](N) (39)

En skaleret funktions Fouriertransformation er givet ved:
1 A
Flrweo) = 3711 (5 (40)

Hvis f(z) = 0 for < 0 s vil Fouriertransformationen af f(z) veere givet

ved:
1

FIAN) = \/T—Wﬁ[f](ik) (41)

Hvor L[f] er LaPlacetransformationen af f(z) defineret ved:

Clf)(s) = / " fa)e e du (42)

Fouriertransformationen af lige og ulige funktioner.

Hvis f(z) er en lige funktion tager Fouriertransformationen en meget peen (og
reel) form.

! h T x) cos (Az) dx
AN = 2= [ s@ear= —= [ f@eoswyae @)

Tilsvarende geelder det, at er g(z) en ulige funktion vil Fourierintegralet tage

en ren imaginger form.

Flol\) = \/%7 [ T e d = — jz? [ T () sinOw) dr (44



Fouriertransformering af foldninger

Definition 2.9 om foldningen af to funktioner. Hvis f(x) og g(x) er to kvadrat-
integrable funktioner er foldningen, f * g defineret ved:

(f * 9)(t / f(t - 2)g() da (45)
Ovenstaende er sekvivalent med:
(f * 9)(t / F@)glt - v) da (46)

Seetning 2.10 om Fouriertransformationen af foldede funktioner. Hvis g(x)
og f(x) er to kvadratintegrable funktioner vil Fouriertransformationen af deres
foldning veere givet ved:

Flfxgl=V2rf-g (47)

FUF -5 = \/%f*g (45)

Mere om Fouriertransformationen som linser operator

Seetning 2.11 om Fouriertransformationen som liner operator. Hvis f(x) og
g(x) er to kvadratintegrable funktioner geelder folgende identitet:

(FIflghee = (f.F gl r2 (49)

Plancherels formel

Seetning 2.12 om Plancherels formel. Hvis f(z) og g(z) er to kvadratintegrable
funktioner geelder folgende indentiteter:

(FIf1, Flglr> = (f, )12 (50)
(FUAF  ghee = (f.9)re (51)
IFIAN Lz = [1f]] 2 (52)



Vigtige Fouriertransformationer

Her fglger en liste over funktioner og deres Fouriertransform, der er veerd at have
ved handen, nar opgaver skal lgses. Normeringsfaktor fra Fouriertransformation

\/% er benyttet.

f(z) F{f(x)}(A)
{ 1, -b<x<b 2 sin (bA)
0 ellers T A
{ 1, b<z<ec e~ A _ oA
0 ellers ior
1 7 e oAl
x? + a? (a>0) \/; a
1 T
T o—IAl
2 +1 \/;e
X 0 <x< b b —2ibA
’ —1 4 2¢A — =2
{Qx—b . b<z<2b R —
0 ellers V21A
e ™ o 0<zrx<a
{ s S
0 ellers V2m(a i)
{ e b<z<ec e(a—i)\)c _ e(a—i)\)b
0 ellers V2 (a —i))
{ e | —h<ax<b 2 sin (b(\ — a))
0 ellers s A—a
{ etazw , b<ax<e i eib(a—)\) _ eic(a—)\)
0 ellers Vor a—A
{ c , a<z<b —ic ( —ia\ _ e_“”\)
0 ellers VoA
_az? <0 1 —4A2
e a ——¢ 4a
V2a
Smi‘“") . N<a 0, |N>a
{ cosz , |r|< % \/5005)‘2”
0 ellers Tl —)\2
2 a
—alz| z
e , a>0 \/;(az )
ze~ ! a>0 \/5 2ia)
’ 7 (a® 4+ \?)?
—alw 2 (a? — \?)
|z|e || , a>0 \/;(a2 T )\2>2
—22 2
re 2 —ide 2




